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摘要 本文介绍了从根范畴构造复李代数的方法, 应用到加权射影线的凝聚层范畴, 得到相应的星型
图对应的 Kac-Moody 李代数的圈 (loop) 代数的实现. 作为应用, 本文得到了 Kac-Moody 李代数的
Weyl 群的范畴化.
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1 引言
代数表示论的一个中心研究课题是利用定向箭图的表示来阐述相应的李代数和包络代数. 这种阐
述的可能性最早是由 Gabriel在 1972年给出的,这也是代数表示论的起源之一. Gabriel [1] 建立了单李
代数根系与 Dynkin 型箭图的不可分解表示的维数向量之间的一一对应. 这个结果的一个深刻推广是
Kac 在 1980 年左右给出的. Kac [2, 3] 证明了给定一个域 k 和一个箭图 Q, 它有一个维数向量为  的
k- 不可分解表示当且仅当  是相应李代数 gQ 的正根. 进一步, 设 k = Fq, 令 a(q) 是维数向量为 
的绝对不可分解表示同构类的个数, 他还证明了 a(q) 是 q 的一个整系数多项式, 并猜想 a(q) 2 N[q]
且 a(0) = dimC(gQ): Crawley-Boevey 和 Van Den Bergh [4] 证明了, 如果  是不可除的 (indivisible),
则 Kac 的猜想成立. 更一般情形最近被 Hausel 等证明 (参见文献 [5, 6]).
以上结果强烈建议从箭图的表示范畴给出李代数的 \范畴化" 实现. Ringel [7] 首先给出了单李代
数的 Hall 代数实现; Frenkel 等 [8] 给出了仿射型李代数的 Hall 代数实现. 一般的 Kac-Moody 李代数
的实现依赖于 Lusztig [9] 给出的量子群的实现. Schoeld 在一篇未出版的文章中使用了不同的方法给
出了一般的 Kac-Moody 李代数的实现. 另一方面, 代数表示论的发展也提供了多种多样的范畴结构,
通过 Hall 代数方法, 可以得到新的李代数结构和 Kac 定理的类比形式, 丰富了李理论的内容. 这种原
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则下, 一个典型的例子是通过加权射影线的凝聚层范畴, 使用 Hall 代数方法给出一类椭圆型李代数的
实现 (参见文献 [10, 11]). Crawley-Boevey [12] 应用 Hall 代数方法刻画了 Kac-Moody 李代数的圈代数
的根系与加权射影线的凝聚层范畴的 Grothendieck 群之间的对应关系, 这是 Kac 定理的推广.
本文的主要研究方法来自文献 [10{13]. 下面给出本文的基本框架. 第 2节回顾加权射影线的凝聚
层范畴的具体结构. 第 3节介绍星型图对应的 Kac-Moody李代数以及它的仿射化和圈化. 第 4节阐述
从根范畴出发构造复李代数的几何方法. 应用到加权射影线的凝聚层范畴, 我们得到了星型图对应的
Kac-Moody李代数的圈代数到相应的凝聚层范畴的合成子代数之间的一个满同态,并由此得到了凝聚
层范畴中的 Kac 定理, 这是本文的主要内容, 将在第 5 节详细讨论. 第 6 节研究基本无限 (domestic)
型加权射影线的情形,给出仿射型李代数的基的构造.第 7节主要考虑管 (tubular)型加权射影线的情
形, 证明圈代数与合成子代数之间的同构, 并研究它们与 2- 环形 (toroidal) 李代数以及椭圆李代数之
间的同构关系. 最后一节利用凝聚层范畴的导出范畴中的一族突变 (mutation) 函子, 给出星型图对应
的 Kac-Moody 李代数的 Weyl 群中单反射的范畴化.
本文是基于我们的系列讨论班关于理解加权射影线的凝聚层范畴与椭圆李代数的关系的相关讨
论而逐渐形成的, 我们希望刻画加权射影线的凝聚层范畴的 Hall 型李代数 (参见文献 [12] 或第 5 节)
与星形箭图对应的 Kac-Moody李代数的圈代数之间的精确关系.定理 1和命题 4揭示了部分关系,但
是我们仍然不知道 Ker() 的确切刻画. 我们感谢参加讨论班的同仁们提出的各种宝贵意见.
2 加权射影线的凝聚层范畴
加权射影线由 Geigle 和 Lenzing [14] 引入, 本节回顾它的凝聚层范畴的结构.
2.1 加权射影线
设 t 2 N 是一个自然数, p = (p1; p2; : : : ; pt) 2 Nt, 称为权序列. 考虑 Z- 模
L(p) = Z~x1  Z~x2      Z~xt=J;
其中 J 是由 fp1~x1   pi~xi j i = 2; : : : ; tg 生成的子模. 记 ~c = p1~x1 =    = pt~xt 2 L(p), 称为典范元, 则
L(p) 中的每一个元素 ~x 2 L 具有标准型 ~x =Pti=1 li~xi + l~c, 其中 0 6 li 6 pi   1, l 2 Z.
设 k是任意的域,则 t-元多项式环 k[X1; : : : ; Xt]具有 L(p)-分次代数结构,它的分次由 degXi = ~xi
来确定. 我们把它记为 S(p).
设  = f1; : : : ; tg 是射影直线 P1(k) 上次数为 1 的两两不同的闭点构成的序列, 称为参数序
列. 在相差射影直线的自同构意义下, 不妨设 1 = 1; 2 = 0; 3 = 1. 定义 I(p; ) 为 S(p) 中由
fXpii   (Xp22   iXp11 ) j i = 3; : : : ; tg 生成的 L(p)- 齐次理想. 令 S(p; ) = S(p)=I(p; ), 则它也是一个
L(p)- 分次代数. 对于任意的 1 6 i 6 t, Xi 在 S(p; ) 中的象记为 xi.
定义 Xp; = SpecL(p)S(p; ) 为 S(p; ) 中所有 L(p)- 齐次素理想的集合, 称为权型是 (p; ) 的加
权射影线, 每个 pi 称为点 i 的权.
下面固定 p 和 , 并简记 S = S(p; ), X = Xp;.
2.2 Xp; 上的凝聚层
对于任意的齐次元 f 2 S, 定义 Zariski 拓扑结构意义下的闭集 Vf = fp 2 X j f 2 pg 和主开集
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Df = X n Vf . 加权射影线 X 的结构层 OX 定义成 X 上与预层 Df 7! Sf 相伴的 L(p)- 分次代数层, 其
中 Sf = f gf l j g 2 S; l 2 Ng. 记 OX-Mod 为 X 上所有的 L(p)- 分次 OX- 模层构成的范畴.
对于任意的 ~x 2 L(p) 和 L(p)- 分次 OX- 模 M , 记 M (~x) 为 M 通过 ~x 平移得到的层 (即对于任
意的 ~y 2 L(p), 有 M (~x)~y =M~x+~y). 一个 L(p)- 分次 OX- 模层 M 称为凝聚层, 如果存在 X 的一族开
覆盖 fUigi2I , 使得对于任意的 i 2 I, 都存在正合列
nM
j=1
OX(~yij) jUi!
mM
j=1
OX(~zij) jUi!M jUi! 0;
其中 ~yij ; ~zij 2 L(p).
加权射影线 X的凝聚层范畴记为 coh (X),它是 OX-Mod的满子范畴.文献 [14]已经证明了 coh (X)
是一个 Hom- 有限的 k- 线性遗传 Abel 范畴, 并且存在 Serre 对偶:
Ext1(X;Y ) = DHom(Y;X(~!));
其中 D = Homk( ; k) 是向量空间的对偶, ~! = (t  2)~c Pti=1 ~xi 2 L(p) 称为对偶元. 进而, 凝聚层范
畴中存在 Auslander-Reiten 序列, 并且 Auslander-Reiten 变换  由分次平移 ~! 给出, 即对于任意的凝
聚层 X, 都有 (X) = X(~!).
2.3 coh (X) 的结构
本节描述 coh (X) 的结构.
设 F 和 T 分别是 coh (X) 中由局部自由层 (向量丛) 和有限长度层构成的满子范畴, 它们都是
扩张封闭的. T 是一个遗传长度范畴, F 中的对象没有单子对象.
引理 1 [14] 凝聚层范畴具有如下分解:
(i) 每一个凝聚层 M 2 coh (X) 可以分解成 Mt Mf , 其中 Mt 2 T , Mf 2 F ;
(ii) 对于任意的 Mt 2 T 和 Mf 2 F , 有 Hom(Mt;Mf ) = Ext1(Mf ;Mt) = 0.
为了更好地描述子范畴 T 的结构, 我们需要对 X = SpecL(p)S(p; ) 的闭点进行分类. 根据文
献 [14],每一个闭点 i 对应 xi 生成的齐次素理想,称为例外点. 其余的闭点分别对应一个不可约齐次
多项式 F (xp11 ; xp22 ) 生成的素理想, 其中 F (T1; T2) 2 k[T1; T2] 满足 F (T1; T2) 6= T2   iT1 (3 6 i 6 t);
称为普通点.
令 p = l.c.m(p1; : : : ; pt). 例外点的次数定义为 deg(i) = ppi ; 普通点 x 的次数定义为 deg(x) = pd,
其中 d 是 x 对应的 k[T1; T2] 中不可约多项式 F (T1; T2) 的次数.
设 Cr 是含有 r 个顶点的循环箭图. 更准确地, 当 r = 1 时, C1 是经典的 Jordan 箭图, 它只含有
一个顶点和一个有向圈. 对于 r > 2, Cr 的顶点指标集为 Z=rZ, 对于任意的顶点 i, 从顶点 i 到 i   1
恰好有一个箭向. 记 rep0(Cr)k 为 Cr 在域 k 上的幂零表示范畴. 下面的引理给出子范畴 T 的详细
刻画.
引理 2 [14] 有限长度子范畴 T 具有如下分解:
(i) T =
`
x2XTx, 其中 Tx 是支撑在闭点 x 2 X 上的有限长度层全体构成的满子范畴;
(ii) 对于任意的次数为 d 的普通点 x, 设 kx 为点 x 处的剩余类域, 则 Tx 等价于 rep0(C1)kx ;
(iii) 对于任意闭点 i (1 6 i 6 t), Ti 等价于 rep0(Cpi)k.
下面考虑范畴 T 中的不可分解对象. 首先回顾循环箭图的幂零表示范畴的经典结果:
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(1) 范畴 rep0(C1) 的不可分解对象同构类集合为 fS(a) j a 2 Ng, 其中 S = S(1) 是唯一的单对
象, S(a) 是长度为 a 的唯一不可分解对象. 特别地, 对于任意的划分  = (1 >    > n), 记 S()
=
Ln
i=1 S(i), 则每一个幂零表示都同构于某一个 S().
(2) 范畴 rep0(Cr) 的不可分解对象同构类的集合为 fSj(a) j 1 6 j 6 r; a 2 Ng, 其中 fSj = Sj(1) j
1 6 j 6 rg 是 r 个互不同构的单对象的完全集, Sj(a) 是顶部 (top) 为 Sj 长度为 a 的唯一不可分解
对象.
对于凝聚层范畴中的单对象, 我们有下面的刻画.
设 x 是次数为 d 的普通点, 它对应的齐次素理想记为 (F (xp11 ; xp22 )). 通过乘以多项式 F (xp11 ; xp22 )
诱导如下正合列:
0! OX F (x
p1
1 ;x
p2
2 )       ! OX(d~c)! Sx ! 0:
在同构意义下, Sx 是范畴 Tx 中唯一的单对象. 对于任意的 ~x 2 L(p), 都有 Sx(~x) = Sx.
对于例外点 i, 通过乘以 xi 诱导如下的正合列:
0! OX((j   1)~xi) xi ! OX(j ~xi)! Si;j ! 0; 1 6 j 6 pi:
对于任意的 1 6 i 6 t, fSi;j j 1 6 j 6 pig 构成范畴 Ti 中互不同构单层的完全集. 对于任意的标准型
~x =
Pt
i=1 li ~xi + l~c, 都有 Si;j(~x) = Si;j+li(mod pi).
结合引理 2,我们得到了范畴 T 的所有不可分解对象:对于任意的普通点 x,范畴 Tx 中的不可分
解对象形如 Sx(a); a 2 N; 对于例外点 i, 范畴 Ti 中的不可分解对象可以表示为 Si;j(a); 1 6 j 6 pi;
a 2 N.
2.4 Grothendiek 群和 Euler 型
凝聚层范畴 coh (X) 的 Grothendieck 群记为 K0(coh (X)). 下面的命题给出它的详细描述.
命题 1 我们有如下 Z- 模同构:
K0(coh (X)) =

Z[OX] Z[OX(~c)]
 tM
i=1
piM
j=1
Z[Si;j ]

I;
其中 I 是由 fPpij=1[Si;j ] + [OX]  [OX(~c)] j i = 1; : : : ; tg 生成的子群.
Grothendieck 群 K0(coh (X)) 上存在 Euler 双线性型, 它可由下式诱导:
h[X]; [Y ]i = dimHom(X;Y )  dimExt1(X;Y ); 8X;Y 2 coh (X):
相应的对称 Euler 双线性型定义为 ([X]; [Y ]) = h[X]; [Y ]i+ h[Y ]; [X]i.
从现在起, 简记 O = OX.
引理 3 [10] 令  = [O(~c)]  [O], 则有如下等式:
h; i = h; [Si;j ]i = h[Si;j ]; i = 0;
h[O]; [O]i = h[O]; i =  h; [O]i = 1;
h[O]; [Si;j ]i = j;pi ; h[Si;j ]; [O]i = j;1;
h[Si;j ]; [Si0;j0 ]i = i;i0(j;j0   j;j0+1(mod pi)):
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Grothendieck 群 K0(coh (X)) 上可以定义一些重要的函数, 包括次数 (degree) 函数、秩 (rank) 函
数和斜率 (slope) 函数等, 它们对加权射影线的分类起到了重要的作用, 下面回顾它们的定义.
首先介绍 L(p) 上的一个线性函数  : L(p) ! Z; ~x 7! ppi ; 其中 p = l:c:m(p1; p2; : : : ; pt) 表示最小
公倍数. 根据 (~!) 的符号, 加权射影线 X 可以分成三类. 具体地, 当 (~!) < 0 时, X 称为基本无限型,
此时权序列 p 包括 (p; q); p; q > 1; (2; 2; n); n > 2; (2; 3; r); r = 3; 4; 5; 当 (~!) = 0 时, X 称为管型, 此
时权序列 p 包括 (2; 2; 2; 2)、(3; 3; 3)、(4; 4; 2) 和 (6; 3; 2); 当 (~!) > 0 时, X 称为野 (wild) 型, 它包含
所有其余的权序列.
现在给出次数函数和秩函数的定义, 它们都是 K0(coh (X)) 上的线性函数. 注意到 K0(coh (X))
有一组基为 f[O(~x)] j 0 6 ~x 6 ~cg, 只需要在这组基上给出这两个函数的定义即可. 次数函数 deg :
K0(coh (X))! Z 定义为 deg([O(~x)]) = (~x), 秩函数 rk : K0(coh (X))! Z 定义为 rk([O(~x)]) = 1.
进一步, 对于任意非零的凝聚层 X, 它的斜率定义成 (X) = deg([X])rk([X]) . 斜率函数给出凝聚层范畴
的一种稳定条件. 称凝聚层 X 为半稳定的, 如果对于 X 的任意的子对象 Y , 都有 (Y ) 6 (X); 称 X
为稳定的, 如果对于 X 的任意非零真子对象 Y , 都有 (Y ) < (X). 根据定义知, 有限长度层的秩为
零, 因此斜率为无穷大, 从而它们都是半稳定的, 其中的稳定对象恰好为所有的单层; 而向量丛的稳定
性要复杂得多, 它们要依据权型的不同来阐述. 具体地, 对于基本无限型的加权射影线, 任何非零向量
丛都是稳定的; 对于管型的情形, 任何非零向量丛都是半稳定的, 并且存在非稳定的向量丛; 而对于野
型的加权射影线, 总存在非半稳定的向量丛.
3 星形图和圈代数
给定权序列 p = (p1; p2; : : : ; pt), 我们得到一个星型图  :
[1;1] [1;2] : : : [1;p1 1]
[2;1] [2;2] : : : [2;p2 1]


<<
<<
<<
<<

...
...
...
[t;1] [t;2] : : : [t;pt 1]:
记 I = f; ij := [i; j]; 1 6 i 6 t; 1 6 j 6 pi   1g 为   的点集, A = (au;v)u;v2I 表示它的广义 Cartan
矩阵, g = g( ) 表示对应的 Kac-Moody 李代数, 生成元分别记为 eu、fu 和 hu (u 2 I), h 表示 g 的
Cartan 子代数, g 的根系和根格分别记为  和 Q, 根系  中的单根分别记为  和 ij , 1 6 i 6 t,
1 6 j 6 pi   1. 李代数 g 上具有一个标准的不变双线性型 ( ; ), 它在生成元上定义为
(eu; ev) = 0; (fu; fv) = 0; (hu; hv) = au;v;
(hu; ev) = 0; (hu; fv) = 0; (eu; fv) = u;v:
它满足对于 g中任意的元素 x、y 和 z,都有 ([x; y]; z) = (x; [y; z]);且对于任意的  6= 0, ( ; ) jg+g 
是非退化的; 对于任意的 +  6= 0, 有 (g; g) = 0.
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李代数 g 可以分别进行仿射化和圈化.
3.1 仿射化
李代数 g 的仿射化定义为 g^ = g[t; t 1] Cc, 其中 c 是中心元, 李括号定义为
[xtn; ytm] = [x; y]tm+n + nn; m(x; y)c; x; y 2 g:
李代数 g^ 的根格为 Q^ = Q Z, 根系为 ^ =  Z. 因此, g^ 是 Q^ - 分次代数, 其中
g^+l = gt
l; g^0 = h Cc; g^l = htl:
李代数 g 的根格 Q 上的 Cartan 型诱导 Q^ 上的 Cartan 型: (+ r;  + s) = (; ). 李代数 g^ 中也存
在如下不变双线性型:
(xtl + ac; ytm + bc) = (x; y)l; m; x; y 2 g; a; b 2 C:
3.2 圈化
李代数 g 的圈代数 Lg 是由 hu;k、eu;k 和 fu;k (u 2 I; k 2 Z) 以及 c 生成, 满足如下关系:
[hu;k; hv;l] = kk; lau;vc;
[eu;k; fv;l] = u;vhu;k+l + kk; lc;
[hu;k; ev;l] = au;vev;l+k; [hu;k; fv;l] =  au;vfv;l+k;
[eu;k; eu;l] = 0; [fu;k; fu;l] = 0; c 是中心元,
[eu;k1 ; [eu;k2 ; [: : : ; [eu;kn ; ev;l] : : :]]] = 0; 其中 n = 1  au;v;
[fu;k1 ; [fu;k2 ; [: : : ; [fu;kn ; fv;l] : : :]]] = 0; 其中 n = 1  au;v:
李代数 Lg和 g^具有相同的根格和根系,生成元 eu;k、fu;k 和 hu;k 的次数分别定义成 u+k、 u+k
和 k. 显然, 存在保持分次的代数满同态:
' : Lg  ! g^; eu;k 7! eutk; fu;k 7! futk; hu;k 7! hutk; c 7! c:
李代数 Lg和 g^的根格可以自然地看成权型为 (p; )的加权射影线的凝聚层范畴的 Grothendieck
群. 事实上, 我们有自然的 Z- 模同构 K0(coh (X)) = Q^, 具体的对应方式为
[Si;j ] 7! ij (1 6 j 6 pi   1); [Si;pi ] 7!   
pi 1X
j=1
ij ; [O(k~c)] 7!  + k (k 2 Z):
因此,通过凝聚层范畴,我们可以把根格重新划分成正负两部分 Q^ = Q^+ [ Q^ ,其中 Q^+ 定义为 ij、
 Ppi 1j=1 ij 和  + k 以及  的非负线性组合, Q^  = Q^+. 相应地, 对于凝聚层范畴中的任意对象 X,
[X] 2 K0(coh (X)) 在上述同构下的像称为 X 的型.
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4 导出范畴和李代数
设  是域 C 上的一个有限维结合代数, 其总体维数有限. 在 Morita 等价意义下, 它可以表示成
 = C
 !
  =I, 其中  !  是一个箭图, I 是由一些关系生成的容许理想.
考虑有限维 - 模全体构成的范畴 mod 以及它的有界导出范畴 Db(). 文献 [13] 从根范畴
Db()=(T 2) 得到了复李代数的几何实现, 这里简单回顾如下.
4.1 李代数的几何实现
设 fP1; P2; : : : ; Plg 是互不同构的不可分解投射 - 模的完全集. 一个 - 模复形 C 称为 2- 周期
复形, 如果它满足 C[2] = C. 令 P  = (P 0; P 1; @0; @1) 是一个由投射 - 模构成的 2- 周期复形, 并设
每个投射模 P i 可以分解成 P i =Llj=1 eijPj . 向量 (ei1; ei2; : : : ; eil) 记为 e(P i), 并称 e = (e(P 0); e(P 1))
为 P  的投射维数序列. 定义
P2(; e) = f(@0; @1) 2 Hom(P 0; P 1)Hom(P 1; P 0) j @0@1 = 0 = @1@0g:
代数群 Ge = Aut(P 0) Aut(P 1) 通过共轭作用可以作用在 P2(;e) 上, 两个投射复形落在同一个
轨道当且仅当它们拟同构.
设 K0 是 Db() 的 Grothendieck 群, 它自然也是根范畴 R := Db()=(T 2) 的 Grothendieck 群.
从投射维数序列构成的 Abel 群到 K0 有一个自然的满同态, 记为 dim. 对于任意的 d 2 K0, 定义
P2(;d) =
S
e2dim 1(d) P2(; e), 则 P2(; e) 的拓扑结构自然诱导 P2(;d) 上的拓扑结构, 具体细节
参见文献 [13]. 从而, Gd = Se2dim 1(d)Ge 局部作用在 P2(;d)上. 进一步,令 Te = ftx j x 2 P2(; e)
是可缩复形g, 并记 T = Se2dim 1(0) Te; 则它们也局部作用在 P2(;d) 上, 其中 t+x (y) = x  y, 而
t x (x y) = y. 我们把 P2(;d) 在群胚 hGd; T i 作用下的轨道记为
QP2(;d) = P2(;d)=hGd; T i:
记 M(X) 为代数簇 X 上的复值可构函数构成的集合, 它自然是一个 C- 线性空间. 设 G 是一个
代数群, 它作用在 X 上. 我们将 M(X) 中 G- 不变的函数构成的子空间记为 MG(X) .
令 d 是 K0 中的一个维数向量, O 是 P2(;d) 的一个 hGd; T i- 不变且支撑有界的可构子集. 这
里, 支撑有界指的是存在投射维数序列 e, 使得 O = hGd; T i(O\P2(; e)), 此时称 e是 O 的一个支撑
投射维数序列. 定义函数 1O : P2(;d)! C, 它在 O 上的每个点处取值为 1, 在其余点处取值为 0. 称
P2(;d) 上的一个函数 f 为 hGd; T i- 不变的可构函数, 如果它可以写成有限和 f =Pimi1Oi 的形式,
其中 mi 2 C 且每个 Oi 都是 P2(;d) 的 hGd; T i- 不变且支撑有界的可构子集.
设 e1 和 e2 是 dim 1(d) 中的投射维数序列. 两个可构函数 fi 2 MGei (P2(;ei)) (i = 1; 2) 称为
等价, 如果存在 P2(;d) 上的一个 hGd; T i- 不变的可构函数 F , 使得 fi = F jP2(;ei). 记
MGT (P2(;d)) = ff^ j f 2MGe(; e);e 2 dim 1(d)g;
其中 f^ 表示 f 的等价类. f^ 称为不可分解的, 如果 supp(f) 中的任何点在 2- 周期投射复形的 (相对)
同伦范畴中都是不可分解的. 我们把 MGT (P2(;d)) 中所有不可分解等价类构成的 C- 线性空间记为
IGT (d).
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设 O1  P2(; e0)  P2(;d1) 和 O2  P2(; e00)  P2(;d2) 分别为 Ge0- 不变和 Ge00 - 不变的可
构集合. 对于任意的 L 2 P2(;e0 + e00), 令
W (O1;O2;L) = f(f; g; h) j Y f ! L g ! X h ! TY 是好三角且 X 2 O1; Y 2 O2g;
则商空间 W (O1;O2;L)=Ge00 Ge0 与 hGd1 ; T iO1 和 hGd2 ; T iO2 的支撑投射维数序列的选取无关, 我
们将其记为 V (O1;O2;L). 因此, 卷积 1^O1  1^O2 2MGT (P2(;d1 + d2)) 可以如下定义:
1^O1  1^O2(L) = FLO1O2 := (V (O1;O2;L));
其中  表示商空间的拟 Euler 特征, 参见文献 [13].
设 h = K0 
Z C 是由 fhd j d 2 K0g 线性张成的 C- 线性空间, 它上面的对称 Euler 双线性型定
义为
(hd1 j hd2) = dimCHom(X;Y )  dimCHom(X;TY )
+ dimCHom(Y;X)  dimCHom(Y; TX);
其中 X 2 P2(;d1), Y 2 P2(;d2).
令 n =Ld2K0 IGT (d), 则 g = h n 构成一个 C 上的李代数, 它的李括号 [ ; ] 定义为
[hd1 ; hd2 ] := 0;
[1^O2 ; hd1 ] =  [hd1 ; 1^O2 ] := (hd1 j hd2)1^O2 ;
[1^O1 ; 1^O2 ] = [1^O1 ; 1^O2 ]n + (O1 \ TO2)hd1 ;
其中 [1^O1 ; 1^O2 ]n(L) := FLO1O2   FLO2O1 , 而 O1 \ TO2 ' (O1 \ TO2)e=Ge, 这里 e 是 O1 \ TO2 的一个
投射维数序列.
4.2 导出等价和李代数
众所周知, 权型为 (p; )的加权射影线 X := Xp; 与 Ringel [15] 介绍的一类典范代数  := p; 具
有密切的联系. 事实上, 加权射影线的凝聚层范畴 coh (X) 中存在一个典范的倾斜对象, 使得它的自同
态代数同构于典范代数 , 因此, 它们的导出范畴之间是三角等价的:
F : Db(coh (X)) ' Db(mod (op));
从而, 它们的根范畴也是三角等价 F : RX ' R. 根据第 4.1 小节, 从这个根范畴出发, 我们可以定义
一个复李代数, 记为 L(RX).
注意到凝聚层范畴 coh (X) 是一个遗传 Abel 范畴, 因此, 它的根范畴 RX 的不可分解对象的同构
类全体可以表示为
indRX = fX;TX j X 2 ind(coh (X))g:
对于任意的单层 S, 定义 S[r] 如下: 当 r > 0 时, S[r] = S(r) 表示长度为 r 且顶部为 S 的唯一有限长
度层; 当 r < 0 时, S[r] = TY , 其中 Y 是长度为  r 且满足 Ext1(Y; S) 6= 0 的唯一有限长度层. 用 Hr
表示根范畴 RX 中型为 r 且满足对于任意的 1 6 i 6 t, 1 6 j 6 pi   1, 都有 Hom(X;Si;j) = 0 的不可
分解对象的集合.
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引理 4 [16] (i) 对于任意的 X 2 indRX, 假设 F (X) 2 P2(;e), 则 1^GeF (X) 2 IGT (dim e):
(ii) 假设 F (Hr)  P2(; e(r)), 则 1^Ge(r)F (Hr) 2 IGT (dim e(r)) 且 (Ge(r)F (Hr)=Ge(r)) = 2.
以下简记 1^(X) = 1^GeF (X) 和 1^(Hr) = 1^Ge(r)F (Hr).
5 合成李子代数和圈代数
从加权射影线 X 的凝聚层范畴的根范畴出发, 我们构造了一类李代数 L(RX), 本节讨论它与星型
图对应的圈代数 Lg 之间的联系. 首先定义一个函数 l(r) 如下: 当 r > 0 时, 令 l(r) = 1; 当 r < 0 时,
令 l(r) =  1.
定理 1 [16] 下列元素 (见第 3.2 小节) 满足 Lg 中的生成关系:
ev;r =
8<:l(r)1^(Si;j [rpi+1]); v = [i; j];1^(O(r~c)); v = ; fv;r =
8<:l(r   1)1^(Si;j 1[rpi 1]); v = [i; j]; 1^(TO( r~c)); v = ;
c =  ; hv;r =
8>>><>>>:
 v; r = 0;
l(r)1^(Si;j [rpi])   l(r)1^(Si;j 1[rpi]); r 6= 0; v = [i; j];
l(r)1^(Hr); r 6= 0; v = :
换言之, 李代数 L(RX) 中由 1^(Hr)、^1(Si;j []) 和 1^(O(r~c)[]) (r 2 Z;  2 f0; 1g) 生成的子代数, 称为合
成子代数, 并记为 Lc(RX), 是圈代数 Lg 的商代数, 即存在满同态  : Lg! Lc(RX).
根据文献 [13]中的结果可知,通过根范畴定义的李代数 L(RX)具有不变双线性型 ( ; ). 把它限
制到合成子代数 Lc(RX) 上, 我们得到 Lc(RX) 上的一个双线性型, 仍然记为 ( ; ).
命题 2 李代数 L := Lc(RX) 上的对称双线性型 ( ; ) 满足
(i) ( ; ) 是不变双线性型, 即对于任意的 x; y; z 2 Lc(RX), 有 ([x; y]; z) = (x; [y; z]);
(ii) 对任意的  6= 0, (; ) jL+L  是非退化的;
(iii) 若 +  6= 0, 则 (L;L) = 0;
(iv) (hd1 ; hd2) = (d1; d2), 其中 (d1; d2) 是对称 Euler 双线性型;
(v) 对于任意不可分解的 O1 和 O2, 有 (1^O1 ; 1^O2) =  (O1 \ TO2).
根据定理 1 可知, 存在满同态  : Lg! Lc(RX). 因此, Lc(RX) 中的不变双线性型诱导圈代数 Lg
上的一个不变双线性型:
(; ) := ((); ()); 8;  2 Lg:
命题 3 在生成元上, Lg 上的不变双线性型满足如下关系:
(ev;k; ew;l) = 0; (fv;k; fw;l) = 0; (hv;k; hw;l) = av;wk; l; (c; ) = 0;
(hv;k; ew;l) = 0; (hv;k; fw;l) = 0; (ev;k; fw;l) = v;wk; l:
命题 4 满同态 ' : Lg  ! g^保持不变双线性型,即对于任意 ;  2 Lg,有 (; ) = ('(); '()),
而且, ' 经过满同态  分解:
Lg ' //


g^
Lc(RX):
<<xxxxxxxxx
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证明 容易验证 ' 保持不变双线性型. 下面只需证明 ker  ker' 即可.
任取 a 2 ker, 考虑下面三种情形:
(1) a 2 Lg+r. 此时,若 '(a) 6= 0,则存在 x 2 g ( 6= 0),使得 '(a) = xtr. 从而存在 y 2 g ,使
得 (x; y) 6= 0, 因此, (xtr; yt r) = (x; y) 6= 0. 选取 b 2 ' 1(yt r), 则 (a; b) = ('(a); '(b)) = ((a); (b))
6= 0, 矛盾.
(2) a 2 Lgr, r 6= 0. 此时可假设 a = aihi;r. 由 (a) = 0 可知每个系数 ai = 0, 从而 '(a) = 0.
(3) a 2 Lg0. 此时可令 a = aihi +mc. 由 (a) = aihi +mc = 0 可知 a = 0.
根据 Kac 定理的结果, 箭图  !  的不可分解表示的维数向量与对应的 Kac-Moody 李代数的正根
之间一一对应. 对于加权射影线的凝聚层范畴, 也有如下类似的结果:
定理 2 [12] 设 Xp; 是代数闭域 K 上的加权射影线,  2 Q^, 则在凝聚层范畴 coh (Xp;) 中存在
型为  的不可分解凝聚层当且仅当  是一个正根. 进一步, 对于每个实根, 存在唯一不可分解凝聚层
与之对应; 而对于虚根, 存在无限多个不可分解对象与之对应.
这个定理描述了不可分解凝聚层可能的维数型. Crawley-Boevey [12] 将问题归结到 K 是一个有限
域的代数闭包的情形,并考虑在有限域 Fq 上定义加权射影线的凝聚层范畴的 Hall李代数,通过定理 1
给出这个定理的一个证明. 我们发现当 K 取复数域 C 时, 上述定理的证明可以简化. 事实上, 根据凝
聚层范畴与相应的典范代数的模范畴之间的导出等价, 我们利用文献 [13] 的结果, 以 Euler 特征代替
Hall 数作为结构常数, 构造了复数域上加权射影线的凝聚层范畴对应的李代数, 并由此得到上述定理
的一个直接而简短的证明.
6 基本无限型加权射影线
本节关注基本无限型加权射影线的情形, 考虑合成子代数 Lc(RX) 的结构. 本节总假设 X 是基本
无限型的加权射影线.在这种情形,相应的星型图  分别为 A-D-E型 Dynkin图. 记  的扩张 Dynkin
图为 b .
6.1 温和型遗传代数和基本无限型加权射影线
众所周知, 凝聚层范畴 coh (X) 导出等价于模范畴 mod, 其中  是 b  对应的路代数, 它是温和
(tame) 型遗传的. 更准确地, 我们有下面的定理:
定理 3 [14] 在向量丛范畴中, 任何一个完全切片 (slice) 上的不可分解向量丛的直和构成凝聚层
范畴 coh (X) 中的一个倾斜对象, 其自同态代数同构于 . 因此,
Db(coh (X)) ' Db(mod):
由于凝聚层范畴和温和型箭图的表示范畴都是遗传的, 它们的根范畴 R = RX := R的不可分解
对象可以表示为
indRX = fX;TX j X 2 ind(coh (X))g = fY; TY j Y 2 ind(mod)g:
6.2 李代数的两种版本
由于星型图   是 A-D-E 型 Dynkin 图, 相应的 Kac-Moody 李代数 g 是单李代数, 并且 Lg ' g^.
因此, 作为命题 4 的推论, 我们有
Lg ' Lc(RX) ' g^:
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在这种情形, 圈代数 Lg 也是一个 Kac-Moody 代数.
由于凝聚层范畴和温和型箭图的表示范畴都是遗传的, 它们的导出范畴是等价的. 一方面, 凝聚
层范畴的合成李代数 Lc(RX) 给出圈代数的一种实现. 另一方面, 温和型箭图的表示范畴的合成李代
数 Lc(R)给出仿射型 Kac-Moody李代数 g^的实现,把生成元 1(Si) 和 1(TSi) (Si 是单 -模)对应到 g^
的标准生成元 ei 和 fi. 结合命题 4, 我们有如下交换图:
定理 4 设 X 是基本无限型的加权射影线,   是相应的 Dynkin 图,  是相应的温和型遗传代数,
g 和 g^ 分别表示与   相应的单李代数和仿射李代数. 我们有如下李代数同构交换图:
Lg ' //
'

g^
'

Lc(RX)
'
99sssssssssss
Lc(R):
6.3 仿射李代数
文献 [8] 介绍了仿射李代数的正部分的 Chevalley 基, 证明了这组基可以通过温和型箭图的不可
分解表示来实现. 事实上, 如果考虑温和型箭图表示范畴的根范畴, 则可以得到整个仿射李代数的
Chevalley 基. 由于温和型箭图表示范畴与基本无限型加权射影线的凝聚层范畴是三角等价的, 我们发
现利用凝聚层范畴的根范畴来实现仿射李代数的 Chevalley 基将更加方便, 这将是本节的主要内容.
沿用前面的记号, g 和 g^ 分别表示与星型图   对应的单李代数和仿射李代数. 它们的根系分别记
为  和 ^, 根格分别记为 Q 和 Q^. 作为 Z- 模, 根格 Q^ 同构于凝聚层范畴的 Grothendieck 群. 在 CQ^
上定义 Euler 闭链: "( ; ) = ( 1)h ; i, 其中 h ; i 是 Euler 型.
定义 C- 线性空间 g^" 如下:
(1) 对于任意的  2 ^re, 令 g^" = Ce 是以 e 为基的一维空间.
(2) 对于任意的  2 ^im [ f0g, 令 g^" = CQ^=C, 记 h() 为 h 2 CQ^ 在自然投影 CQ^! g^" 下的象.
令
g^" =
 M
2^re
g^"


 M
2^im[f0g
g^"

;
在 g^" 上定义李括号:
[h(); e] = "(; )(h; )e+;
[h(); h0(0)] = "(; 0)(h; h0)( + 0);
[e; e ] =
8>>><>>>:
"(; )e+ ; 如果 +  2 ^re;
"(; )(+ ); 如果 +  2 ^im [ f0g;
0; 其余情形:
命题 5 按照上述李括号, g^" 成为一个李代数, 并且存在李代数同构
 : Lg  ! g^"; ev;r 7! ev+r; fv;r 7!  e v+r; hv;r 7! v(r); c 7! (0):
我们已经证明李代数 Lg 与 Lc(RX) 之间存在同构 . 考虑合成
 =  1 : g^" ! Lg! Lc(RX):
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显然,  也是一个同构. 根据定理 2 知,  2 Q^ 是一个根当且仅当存在根范畴中的不可分解对象 X 满
足 dimX = . 对于任意的 1 6 i 6 t, 1 6 j 6 pi, 1 6 l 6 pi   1, 我们用 Xi;j;l+spi 表示根范畴中满足
dimXi;j;l+spi = s +
Pj+l
k=j ik 的唯一的不可分解对象.
定理 5 同构  有如下对应:
(i) 对于任意的  2 Q^, 有 ((0)) = h;
(ii) 对于任何不可分解的向量丛 X, (edimX[]) = 1^(X[]), 其中  2 f0; 1g;
(iii) (edimXi;j;l+spi ) = ( 1)s1^(Xi;j;l+spi );
(iv) ((r)) = [1^(O); 1^(TO(r~c))] 且 (ij(r)) = ( 1)r(1^(Xi;j;spi [l(r)])   1^(Xi;j+1;spi [l(r)])).
7 管型加权射影线
本节研究管型加权射影线的情形. 设 X是管型加权射影线,即 X的权序列为 (2; 2; 2; 2)、(3; 3; 3)、
(4; 4; 2)或者 (6; 3; 2). 此时相应的星型图  分别为 D(1)4 、E(1)6 、E(1)7 和 E(1)8 型的仿射 Dynkin图. 我们
仍然用 g以及 g^分别表示与  相应的 Kac-Moody李代数以及它的仿射化. 设 _g是与 g相应的单李代
数,它的根系和根格记为0和Q0,则 g和 g^的根格分别为Q = Q0Z0和 Q^ = QZ = Q0Z0Z.
7.1 合成李子代数
对于任意的有理数 q 2 Q, 我们用符号 Cq 表示凝聚层范畴 coh (X) 中由零对象以及斜率为 q 的
半稳定对象全体构成的满子范畴. 为了符号的统一, 我们也用 C1 表示有限长度层构成的满子范畴
coh 0(X). 下面的结果给出管型加权射影线的凝聚层范畴的结构刻画.
命题 6 [14] (i) 对于任意的 q 2 Q, 子范畴 Cq 是一个扩张封闭的遗传 Abel 范畴. 每一个对象都
具有有限长度, 拟单对象恰好为所有的稳定对象;
(ii) 对于任意的 p > q, 有 Hom(Cp;Cq) = 0;
(iii) 凝聚层范畴可以分解成 coh (X) = Sq2Q[f1g Cq.
上述命题表明, 满子范畴 fCq; q 2 Q [ f1gg 构成凝聚层范畴的有向划分. 事实上, 它们之间还有
更密切的关系:
定理 6 [17] (i) 对于任意的 q 2 Q [ f1g, 子范畴 Cq 之间都是典范等价的;
(ii) 对于任意的 q > 0, 突变函子诱导范畴等价 Cq = Cq=(q+1).
特别地, 每一个满子范畴 Cq 都与有限长度层构成的满子范畴 coh 0(X) 等价, 它们的 Auslander-
Reiten 箭图都是由一族管子构成, 因此都可以用循环箭图的表示范畴来描述. 与范畴 coh 0(X) 类似,
我们用 Si;j(q) 表示范畴 Cq 中的例外单对象, 用 q 表示 Cq 中的极小虚根.
定理 7 假设 X 是管型的加权射影线, 则李同态  : Lg  ! Lc(RX) 是一个同构.
证明 由于李代数 Lg 和 Lc(RX) 都是 Q^- 分次的, 并且  保持分次, 因此, 我们只需要证明它们
在每个齐次空间的维数相等即可. 根据命题 5 中的交换图
Lg ' //


g^
Lc(RX)
<<yyyyyyyyy
可知, 对于给定的次数, 李代数 L := Lc(RX) 的齐次空间的维数介于 Lg 与 g^ 的维数之间.
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根据文献 [18] 的结果可知, 对于任意的  2 0; k0 2 Z; k 2 Z, 有
dimLg+k00+k =
8>>><>>>:
1;  6= 0;
l + 1;  = 0; (k0; k) 6= (0; 0);
l + 2;  = k0 = k = 0;
其中 l = rank(g0). 另一方面, g^ 的每个齐次空间的维数具有如下公式:
dim g^+k00+k =
8>>>>>><>>>>>>:
1;  6= 0;
l;  = 0; k0 6= 0;
l + 1;  = 0; k0 = 0; k 6= 0;
l + 2;  = k0 = k = 0;
比较上述两个维数公式可知, 我们只需要证明当 k0 6= 0 时, dimLk00+k = l + 1 即可.
注意到,对于任意的 k 6= 0,有 dimLk = l+1. 当 k > 0时, Lk 上的每个函数 f 的支撑上的每个点
都是有限长度层, 即对于任意的 X 2 supp(f), 有 X 2 C1. 另外, 对于根范畴中的每个例外对象 X, 都
有 1(X) 2 L. 因此, 1(Si;j) 和 Tr = [1(O); 1(TO( r~c))]都落在合成子代数 L中. 对于任何有理数 q,利用突
变变换可诱导范畴等价 F : C1 ! Cq. 我们把 1(Si;j) 和 Tr 在 F 下的象分别记为 1(Si;j(q)) 和 Tr(q), 则
由 1(Si;j(q)) 和 Tr(q)生成的子代数同构于由 1(Si;j) 和 Tr 生成的子代数. 又由于等价函子 F : C1 ! Cq
保持例外对象, 从而, F (Si;j); F (Tr) 2 L. 因此存在 k1, 使得 dimLk00+k = dimLk1 = l+1, 证毕.
7.2 李代数的几种表述
7.2.1 环形李代数
设 _g 是有限维单李代数, 称 _g 
 C[s; s 1; t; t 1] 的泛覆盖代数为 2- 环形李代数 (参见文献 [19]).
下面给出 2- 环形李代数的构造.
记 A = C[s; s 1; t; t 1], 设 faig 是 A 的一组基. 定义 A 的微分模 (
A; d) 如下: 设 F 是以形式
符号 f ~daig 为基的左 A- 自由模, 我们把 F 自然看成双边自由 A- 模, 它的右模结构由如下给出: ( ~da)b
= b( ~da); a; b 2 A. 令 ~d : A ! F ; ai 7! ~dai 为 C- 线性映射, 记 K 是 F 中由 ~d(ab)   (( ~d(a)b + a ~d(b))
(a; b 2 A) 生成的 A- 子模. 令 
A := F=K, 则自然的商映射 d : A  ! 
A; a 7! ~da+K 是微分映射, 它
满足如下泛性质: 对于任意的 A- 模 M 和导子 D : A!M , 存在唯一的 A- 模同态 f : 
A !M , 使得
D = fd, 即下图可交换:
A
d //
D   A
AA
AA
AA
A 
A
f}}{{
{{
{{
{{
M:
令   : 
A  ! 
A=dA 为典范映射, 它满足 d(ab) = 0, 因此, a(db) =  (da)b =  b(da). 线性空间
u := A
 _gL(
A=dA) 具有自然的李代数结构, 其李括号定义为
[a
 x; b
 y] = ab
 [x; y] + (da)b(x; y);
[ _g;
A=dA] = [
A=dA; _g] = [
A=dA;
A=dA] = 0;
其中 ( ; ) 表示 _g 上的标准双线性型. 令 ! : u  ! A
 _g 为自然投影, 其核为 
A=dA.
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命题 7 [19] (u; !) 是 _g
 C[s; s 1; t; t 1] 的泛覆盖.
设李代数 _g 的根系为 0, 素根系为 0 = f1; : : : ; lg, 设  是 0 的相对于 0 的最高根. 令
1 :=
Pl
i=1 nii (g:c:d(n0; n1; : : : ; nl) = 1) 为零根. 李代数 _g 的生成元记为 ei、fi 和 hi, i = 1; : : : ; l. 我
们可以选择 e0 2 _g  ; f0 2 _g , 使得 fe0; f0; h0g 是一个 sl2- 三元组, 其中 h0 :=  Pli=1 nihi.
命题 8 [18] 下列对应法则定义了从圈代数 Lg 到 2- 环形李代数 u 的一个同构:
 : Lg  ! u;
e0;k 7! skt
 e0; f0;k 7!  skt 1 
 f0; h0;k 7! sk 
 h0 + skt 1dt; c 7! s 1ds;
ei;k 7! sk 
 ei; fi;k 7!  sk 
 fi; hi;k 7! sk 
 hi; 1 6 i 6 l:
7.2.2 椭圆李代数
对于任意的对称广义 Cartan 矩阵, 都可以定义一个 Kac-Moody 李代数, 由 Chevally 生成元生成
并满足 Serre 关系得到. 现在考虑椭圆 Cartan 矩阵, 它是余秩为 2 的半正定矩阵. 我们主要考虑以下
几类椭圆 Dynkin 图对应的椭圆 Cartan 矩阵 (参见文献 [20]):
2
EE
EE
EE
EE
E 1
yy
yy
yy
yy
y
EE
EE
EE
EE
E 3
yy
yy
yy
yy
y
4 6 5
D
(1;1)
4
1
yy
yy
yy
yy
y
33
33
33
33
33
33
33
3 4








5
3 2
EE
EE
EE
EE
E
8 6 7
E
(1;1)
6
1
  
  
  
 
33
33
33
33
33
33
33
3 3








4








5
2
>>
>>
>>
>
9 6 7 8
E
(1;1)
7
1
~~
~~
~~
~~
44
44
44
44
44
44
44
4 3























4
2
@@
@@
@@
@@
10 5 6 7 8 9:
E
(1;1)
8
令 U 是 n 维 Q- 空间,  = f1; : : : ; ng 为 U 的一组标准基, 其中 n 是上述椭圆 Dynkin 图的顶
点的个数. U 上的对称双线性型 I( ; ) : U  U  ! Q 定义为
I(i; j) =
8>>>>>><>>>>>>:
2; 如果 i = j;
 1; 如果 i 与 j 有实边相连,
2; 如果 i 与 j 有双重虚边相连,
0; 其余情形.
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U 上的二次型 q 定义为 q(x) = I(x; x)=2. 类似于 Kac-Moody 李代数的情形, 我们也可以定义反射变
换 !i(j) = j   I(i; j)i、Weyl 群 W = h!i j 1 6 i 6 ni 和根格 Q^ = Z =
Pn
i=1 Zi, 其中实根
Rre =W, 虚根 Rim = radI( ; ) \ Q^nf0g. 下面考虑与上述椭圆 Dynkin 图相应的椭圆李代数 gell.
定义 1 椭圆李代数 gell 是一个 C- 代数, 它由 Chevalley 生成元 i 和 ei (1 6 i 6 n) 生成, 满
足如下广义 Serre 关系:
(0) [i; j ] = 0; 1 6 i; j 6 n;
(I) [ei; e i] = i; 1 6 i 6 n;
(II.1) [i; ej ] = I(i; j)ej ; i; j = 1;2; : : : ;n, 其中  i =  i;
(II.2) (adei)
maxf1;1 I(i;j)gej = 0; i = 1;2; : : : ;n;
(III) [ei; e1; en] = 0, 若存在
i
??
??
??
?? 1
n;
(IV) [ei; e1; ej ; en] = 0, 若存在
i
>>
>>
>>
>> 1
j
        
n:
上述型为 (0){(II) 的关系是 Kac-Moody 李代数的定义关系, 型为 (III) 和 (IV) 的关系称为广义
Serre 关系. 代数 gell 是 Q^- 分次的, 其分次由 deg(ei) = i 和 deg(i) = 0 (1 6 i 6 n) 给出. 根据文
献 [20] 的结果, 代数 gell 分次空间的维数有如下公式:
dim gell =
8>>>>>><>>>>>>:
1; 如果  2 Rre;
n  1; 如果  2 Rim;
n; 如果  = 0;
0; 其余情形.
命题 9 [20] 单边型的椭圆李代数同构于相应的 2- 环形代数.
Lin 和 Peng [11] 通过管代数给出椭圆李代数的一种实现. 他们证明了椭圆李代数同构于同型管代
数的根范畴定义的李代数. 由于管代数的范畴导出等价于管型的加权射影线的凝聚层范畴, 因此, 它
们的根范畴等价, 所以有如下结果:
定理 8 设 X 是与椭圆李代数 gell 相应的管型加权射影线, 则 gell = Lc(RX).
8 突变函子和单反射
本节考虑加权射影线的凝聚层范畴的有界导出范畴中的突变函子 [21] 诱导的相应的李代数之间的
自同构. 首先回顾一些基本的记号. 设 X 是任意型的加权射影线,   =  X 是相应的星型图, g = g( )
是相应的 Kac-Moody 李代数, ( ) 是 g 的根系, W = W ( ) 是 g 的 Weyl 群. 本节主要目的是证
明由一族线丛定义的突变函子给出 Weyl 群 W 中单反射的范畴化. 星型图   中的点集用 I 表示, 即
I = f; ij j 1 6 i 6 t; 1 6 j 6 pi   1g: 为了方便, 有时记  = i0, 1 6 i 6 t.
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李代数 g 的圈代数 Lg 是 b - 分次:
deg e!r = ! + r; deg f!r =  ! + r; deg h!r = r; deg c = 0;
其中 b  = ZI  Z, ! 2 I, r 2 Z. Lg 存在根空间分解为
Lg = (Lg)0 
M
2b
(Lg) ; 并且 (Lg)0 = g0  Cc,
其中 b = f+ r j  2 ; r 2 Zg [ fr j 0 6= r 2 Zg:
8.1 正交垂范畴
对于任意给定的 ~x 2 L := L(p), 记
O(~x)? = fX 2 cohX j Hom(O(~x); X) = 0 = Ext1(O(~x); X)g;
?O(~x) = fX 2 cohX j Hom(X;O(~x)) = 0 = Ext1(X;O(~x))g:
根据文献 [22], O(~x)? 和 ?O(~x) 都仍然是遗传 Abel 范畴. 而且,
Db(O(~x)?) = fX 2 Db(cohX) j Hom(O(~x); X[n]) = 0;8n 2 Zg;
也就是说, Db(O(~x)?) 和 O(~x) (作为茎复形) 在 Db(cohX) 中的右垂范畴一致. 类似地,
Db(?O(~x)) = fX 2 Db(cohX) j Hom(X[n];O(~x)) = 0;8n 2 Zg;
它等价于茎复形 O(~x) 在 Db(cohX) 中的左垂范畴.
8.2 突变
由于每一个线丛 O(~x)都是 Db(cohX)中的例外对象,根据文献 [21,定理 3.2] (也可参见文献 [23]),
范畴 Db(cohX)中由 O(~x)生成的满子范畴 hO(~x)i是容许子范畴,即嵌入函子 hO(~x)i ,! Db(cohX)存
在左伴随和右伴随. 因此, 嵌入函子
j;~x : Db(O(~x)?)  ! Db(cohX) 和 r;~x : Db(?O(~x))  ! Db(cohX)
分别存在左伴随和右伴随, 相应地记为 j~x 和 r!~x. 进一步, 限制函子
R~x := r
!
~x jDb(O(~x)?): Db(O(~x)?)  ! Db(?O(~x))
是一个等价函子, 其拟逆为 L~x := j~x jDb(?O(~x)). 函子 R~x 和 L~x 分别称为右突变函子和左突变函子.
事实上, 它们分别由下列泛三角给出:
R~x(X)  ! X  ! Hom(X;O(~x))
O(~x); (8.1)
DHom(O(~x); X)
O(~x)  ! X  ! L~x(X): (8.2)
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8.3 李商代数
本节将证明 Kac-Moody 李代数 g 可以看成 Lc(RX) 的商代数. 为此, 首先定义 Lc(RX) 的一个李
理想:
I = h1O(~c)   1O; 1TO(~c)   1TOi:
给定元素 1X 2 Lc(RX), 它在 Lc(RX)=I 中的象记为 1X .
设  : g ,! Lg 是标准的自然嵌入, 它在生成元上的对应为
e! 7 !e!0; f! 7 !f!0; h! 7 !h!0; 8! 2 I:
我们用  表示同态  : Lg! Lc(RX) 与自然嵌入和自然投影的合成:
 : g

,! Lg  ! Lc(RX)

 Lc(RX)=I:
根据定理 5 可知,  具有如下对应:
e 7 ! 1O; f 7 !  1TO; h 7 !  h[O];
e! 7 ! 1Sij ; f! 7 !  1TSij ; h! 7 !  h[Sij ]; 8! = ij 2 I n fg:
命题 10 [24]  : g! Lc(RX)=I 是一个同构.
8.4 李子代数
对于任意的 ~x 2 L,由于 O(~x)? 等价于星型图  的表示范畴,我们可以定义它的根范畴 R(O(~x)?)
与相应的合成李代数 Lc(R(O(~x)?)). 为了符号方便, 以下简记为 Lr~x = Lc(R(O(~x)?)), 它同构于   对
应的 Kac-Moody 李代数 g. 导出范畴的嵌入 Db(O(~x)?) ,! Db(cohX) 诱导根范畴的嵌入 R(O(~x)?)
,!R(cohX), 进而, 诱导李代数的嵌入 Lr~x ,! Lc(RX).
对偶地, 从左垂范畴 ?O(~x) 出发, 我们可以定义合成李代数 Ll~x, 它也同构于 g, 并且存在李代数
的嵌入 Ll~x ,! Lc(RX).
给定 ~x 2 L, 记 r~x 为如下自然嵌入与自然投影的合成:
r~x : L
r
~x ,! Lc(RX) Lc(RX)=I:
命题 11 [24] 对于任意的 ~x 2 L, r~x : Lr~x ! Lc(RX)=I 是一个李代数之间的同构.
对偶地, 记 l~x 为如下自然嵌入和自然投影的合成:
l~x : L
l
~x ,! Lc(RX) Lc(RX)=I;
则 l~x 也是一个李代数同构.
注 1 (1) 对于任意的 ~x, r~x (相应地, l~x) 建立起 Lc(RX) 的子代数 Lr~x (相应地, Ll~x) 与商代数
Lc(RX)=I 之间的同构关系. 我们强调子代数 Lr~x 和 Ll~x 依赖于 ~x 的选取, 而商代数 Lc(RX)=I 则与 ~x
的选取无关.
(2) 结合命题 10 和 11, 我们得到李代数之间的同构: g = Lr~x. 这个同构保持 ZI- 分次.
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8.5 突变诱导的自同构
对于任意的 ~x 2 L, 设 ~x 2 L 的标准型为 ~x = Pti=1 li~xi + l~c, 存在导出范畴之间的三角等价
R~x : D
b(O(~x)?)! Db(?O(~x)),它诱导根范畴之间的三角等价 R(O(~x)?) = R(?O(~x)). 由于 R~x 保持例
外对象, 我们得到李代数同构
~x : L
r
~x !Ll~x;
它在一组生成元下的具体对应为
1O(~x ~c)["] 7 !   1O(~x+~c)["+1]; 1Si;li+1["] 7 !1O(~x+~xi)["]; 1Si;j ["] 7 !1Si;j ["];
其中 " 2 f0; 1g, 1 6 i 6 t, 1 6 j 6 pi 满足 j 6= li; li + 1. 令
e~x := l~x~x(r~x) 1 : Lc(RX)=I  ! Lc(RX)=I;
即有如下交换图:
Lr~x
~x //
r~x

Ll~x
l~x

Lc(RX)=I
e~x // Lc(RX)=I:
定理 9 [24] 对于任意的 1 6 k 6 t, 有
e~x ~xk e~xe~x ~xk = e~xe~x ~xk e~x:
对于任意的例外对象 X 2 RX, Lc(RX)=I 上的伴随算子 ad(1X) 是局部幂零的. 因此, 可以定义
exp(ad(1X)) = id + ad(1X) +
1
2!
(ad(1X))
2 +    :
对于任意的 ~x 2 L, 自同构 e~x : Lc(RX)=I  ! Lc(RX)=I 可以如下表达成 Tits 自同构乘积的形式.
命题 12 [24] 在相差 Aut(Lc(RX)=I) 中一个符号自同构的意义下, 如下等式成立:
e~x = exp(ad(1O(~x))) exp(ad(1TO(~x))) exp(ad(1O(~x))):
命题 13 [24] 对于任意的 1 6 k 6 t, 在相差 Aut(Lc(RX)=I) 中的一个符号自同构的意义下, 如下
等式成立: e~x ~xk e~xe~x ~xk = exp(ad(1Sk;lk )) exp(ad(1TSk;lk )) exp(ad(1Sk;lk )):
对于任意的 ~x 2 L, 令
~x := 
 1e~x : g  ! g:
换言之, 我们有如下交换图:
g
~x //


g


Lc(RX)=I
e~x // Lc(RX)=I
作为命题 12 和 13 的推论, 我们得到如下主结论:
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定理 10 [24] 在相差 Aut(g) 中一个符号自同构的意义下,
0 = exp(ad(e)) exp(ad( f)) exp(ad(e));
并且对于任意的 ! = ij 2 Infg, 有
(j 1)~xij~xi(j 1)~xi = exp(ad(e!)) exp(ad( f!)) exp(ad(e!)):
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The category of coherent sheaves over a weighted projective
line and loop algebras
Rujing Dou, Shiquan Ruan, Jie Xiao & Fan Xu
Abstract In this survey paper, we introduce the approach to construct complex Lie algebras via root categories.
For the category of coherent sheaves over a weighted projective line, the approach provides a realization of the
loop algebra of the Kac-Moody algebra associated with the corresponding star graph. As an application, we
categorify the Weyl group of the corresponding Kac-Moody algebra.
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